12. cviceni - teorie

Véta (Lepeni). Necht I je neprazdny otevieny interval, f, F': I — R jsou spojité funkce, ¢ € I a pro
kazdé x € I\ {c} plati F'(x) = f(z). Potom F’' = f na I.

Jak lepit
Necht a,b,c € R,a < b < ¢, f: (a,c) — R spojita funkce. Budiz Fi: (a,b) = R,G1: (b,c¢) — R spojité
t.z. F{ = f na (a,b) a F, = f na (b, c).
Pak nalezneme konstantu K € R t.z. Fy(b—) + K = F(b+).
Fi(z)+ K, z¢€(a,b)
Definujeme funkci F(z) := < Fy(b—)+ K, x=0»b
Fy(z), x € (b, c).
Pak F' = f na (a,c).

Definice (Urcity integral). Necht a,b € R,a < b, f: (a,b) = R a F ke primitivni funkce k f na (a,b).
Pak

b
| #@ide = Fo-) - Plas)
kde
F(a+) = lim F(z), F(b—)= lim F(x),

r—a+ z—b—

pokud limity i jejich rozdil existuji jako prvky R* = RU {—o00, 00}.
Znaceni. [F(ZE)]Z = F(b—) — F(a+), navic pro a < b definujme [F(z)]; jako — [F(2)]°.

a

Poznamka. Nékteré integraly na nekoneénych intervalech vychézi koneéné, jiné nekoneéné. Napi. lze
ukézat: floo %dx =00 a floo x%dx =1< 0.

Véta (Aditivita integralu). Necht a,b,c € R*;a < ¢ < b.

(i) Pokud existuje ff f(z)dz, pak existuji i [7 f(z)dz a fcb f(x)dz a plati

/ab f(z)dx = /acf(x)da:—i- /be(:v)da:.

(i) Pokud existuji [ f(z)dz, fcb f(z)dx a f je v ¢ spojita, pak existuje i fab f(x)dz a jeroven [ f(x)dz+

Véta (Substituce pro urcity integral). Necht a, 8 € R* ¢ je diferencovatelna na intervalu (a, 3) a ryze
monotonni a F' je primitivni funkce k funkci f na intervalu (¢(a), p(8)). Pak

g
| #e@)e @ dn = P,

Priklad.

1 1
1
/ 21:—1da::yzQw—l,dydex,O—)ZO—l:—1,1—>2-1—1:1|:2/ ydy =
0 —1

271
:% [3/2}_1:}1(12—(—1)2) —0

Zde je ¢: [0,1] = R, p(x) = 2z — 1 je ryze monotonni funkce t. z. p(0) = —1,¢(1) = 1.
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! Vzdy je tfeba si hlidat defini¢ni obory !!!
Goniometrické substituce
Necht R(-,-) je racionélni funkce dvou proménncyh (jde o podil dvou polynomu dvou proménnych).

e R(—sinx,cosx) = —R(sinz,cosx) = t = cosz,dt = —sinzdz
e R(sinz, —cosz) = —R(sinz,cosx) = t =sinz,dt = coszdz

e R(—sinz,—cosz) = R(sinz,cosz) => t=tanz proz € (—5 +km,% + kr) ,k € Z.

Pk 1 t2 1 t
dz = mdt, sin?z = T2 cos2x:m, sinxcosxzm
e Vidy: t =tan § pro x € (—7m + 2k7w, 7 + 2km) , k € Z.
Pk 2 2t 1—¢?
dz = mdt, sinx:m, cosT = ﬁ
Odmocniny

Necht R(-,-) je racionélni funkce dvou proménncyh (jde o podil dvou polynomti dvou proménnych).
U niZe uvedenych substituci: k dopoctu dt nejdiive vyjadiime x v zavislosti na t a pak teprve derivujeme
(vizte priklad nize)

R(z, ¥z +a),meNm>1, = t= %z +a

g, T azth )’m€N7m> L,a,b,c,d € Riad # bc = t= m

(m, Vazr? + bx + c)
o ar? +br+c=alr—11)? = Var?+bx+c=/alz — x|

o ar? 4 bute=alz— o)) = t=,fa

o ax?+ bxr 4 ¢ nema kofen = t =+/ax? +bx +c+x/a

Poznamka. Vyskytuje-li se v integralu vice odmocnin, pfevedeme je na mocniny téZe odmocniny (napf.

V7 a ¥z prevedeme na (¥/z)* a (¥/z)?).
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